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А=(Х<а), В=(Х<Ь)‚ С=(а$Х<Ь),
так что

Р(а) = ил), ять) = Р(В).
Тогда Ё=А+С‚ и п
(рис. 1). Отсюда:

Р(В) = Р(А) + Р(С)‚ и Р(С) == Р(В) -— Р(А). д
3. Функцияраспределения 17(х) является неубывающей:

17(а)$15`(19) при а<Ь.
Доказательство. В предыдущих обозначениях событие А влечет за

собой событие В : А С Б. Следовательн
[13‚ п.3.2], выполняется неравенство Р(А) Ё Р(В)‚ то есть
51605 РТЬ). и

равая часть есть сумма несовместных событий

А
1 в 7 Ф

а Ь

С
Рис. 1.

4. Если все возможные значения случайной величины принадлежат от-
резку {к}, д], то:

Р`(х)=О при х<а;
Р`(х)=1 при х‘>Ь‚
Доказательство. При х Ё. а событие (Х < х) является невозможным;

поэтому 17(х) = Р(Х < х) = Р(®) == О. При х > Ь событие (Х < х)
является достоверным; поэтому

17(х)=Р(Х<х)-=Р((2)=1. ‚
Укажем без доказательства следующие свойства:
5. Поведение на бесконечности:

Пт Р`(х)=-=О; Нш17(х)=1, или Р'(--оо)=0; Р(+оо)=1“.х"""'°° х-Н-оо

6. Функция распределения непрерывна слева, то есть для каждого хо
‚гневосторониий предел функции в точке хо равен значению функции в
этой точке:

о, по свойству вероятности
в
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Нт Ё(х) == 151360), или в другой записи: 17(хо -- 0) = ЁОСд).
х-эхо-О

1.3. Закон распределения дискретной случайной величины

Определение. Случайная величина Х называется дискретной, если все

ее возможньте значения можно представить в виде конечной или бесконеч-

ной последовательности: х1‚х2‚...‚х„‚... .

Определение. Законом распределения дискретной случайной ветчины
Х называется таблица (конечная или бесконечная), содержащая все ее

возможные значения х, и вероятности принятия этих значений

Р: =Р(Х=х2)=
_

‹

гХ. х, 9с2 х„

Р= и 192 рп
Будем обозначать закон распределения также в виде:

(х1‚х2,...‚х„,...; р1‚р2‚...,р„‚„.) или (хд; рд).

Приморья. 1. Испытание: бросание игральной кости. Случайная вели-

чина Х -— количество выпавших очков. Возможные значения -— числа

1, 2, 3, 4, 5, 6. Для каждого из этих значений схема равновозможных ис-

ходов дает вероятность 1/6. Закон распределения имеет вид:

Х:12 3,4 5 6

Р: 1/6 1/6‹ 1/6 1/6 ’ 1/6 1/6

1

2. Испытание: три раза бросается монета. Случайная величина Х ——

количество выпадений герба. Возможные значения — числа 0,1, 2, 3 . Ве-

роятности значений находятся по схеме Бернулли как вероятности числа

успехов (см. [13], п. 3.11), где вероятность успеха в отдельном испытании

р = % ‚ вероятность неудачи Ч =1— р =
Ха:

Р‹Х=о>=а‹о>=сё®(%)°э(%)з=°ёг

Р‹Х=1›=н<1>=%;
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Р‹Х=2›=а‹2›=%;
Р‹А’=з>=а‹з›=%.

Закон распределения имеет вид:
и Х : Ё 0 1 „ 2 т 3

Р: 1/8 Ф” 3/8 3/8 1/8
3. Испытание: Стрельба по мишени до первого попадания. Вероят-

ность попадания при отдельном выстреле равна 0.6. Случайная величина
Х -— количество {произведенных выстрелов. Возможные значения:
1, 2, ‚ п, ...; множество значений бесконечно. Найдем вероятности этих
значений, считая результаты отдельных выстрелов независимыми собьт-
тиями.

Если первое попадание произошло при п -м выстреле, то первые п -1
вьхстрелов были промахами, а последний, п -й, —-— попаданием. Введем со-
бытия Ад -- попадание при п -м выстреле (п =1, 2, ...)‚ так что

Р(А„) = 0.6, НЕ) =1- 0.6 = 0.4.
Тогда по теореме умножения для независимых событий (см. [13], п. 3.8):

их = п) = Р(А1А2...А„_1 А‚,) = 0.4“ об.
Теорема. Сумма вероятностей закона распределения дискретной слу-

чайной величины равна 1:

т2Р(Х=х,)=1 . ш
4

(если множество возможных значений бесконечна, то сумма в (1) понима-
ется как сумма ряда, то есть как предел частичных сумм).

Доказательство. События (Х = хд) при разных 2 попарно несовме-

стны. Поскольку одно из возможных значений обязательно реализуется в

результате испытания, то = хд) == 9. Тогда

2Р(Х=хд=Р 2(Х=х,) =Р((2)=1. .
1.4. Функция распределения дискретной случайной величины

Рассмотрим задачу нахождения "функции распределения 17(х) дис-
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кретной случайной величины Х на примере следующего закона распре-

деления:
Х: -1 1 2 4 ‘

ЕР: 0.2 0.3 0.4 0.1

Четыре возможных значения случайной величины разбивают числовую

ось на пять промежутков. Рассмотрим поочередно возможные случаи рас-

положения аргумента х.
1. Если х 5 -1 , то событие (Х < х) является невозможным, в том

числе и для крайней точки промежутка х = -1. Поэтому

Р`(х)=Р(Х<х)=Р(®)==0.
2.‚ Если -—1 < х 5.1, то событие (Х < х) совпадает с событием

(Х == -- 1), поскольку левее х имеется лишь одно возможное значение

случайной величины, а именно, --1. Значит, .

17(х)= Р(Х < х) = Р(Х = -1) = 0.2.

3, Если 1 < х З 2 , то событие (Х < х) означает, что (Х = -1) или

(Х == 1), поскольку левее х имеются только два возможных значения

случайной величины Х . Таким образом, имеем для этого случая:

(Х < х) === (Х == — 1) + (Х =1) ——- сумма несовместных событий. Значит,

17(х) = Р(Х < х) = Р(Х == -1)+Р(Х =1) = 0.2+0.3 ==0.5.

4. Если 2 < х Ё 4, то событие (Х < х) означает, что (Х = -1), или

(Х = 1), или (Х = 2) , поскольку левее х имеются три указанных значе-

ния. Таким образом, в этом случае:

(Х <х)= (Х =-1)+(Х ==1)+(Х=2)
——- сутмма попарно несовместных событий. Значит,

1706) == Р(Х <х) =Р(Х =—1)+Р(Х =1)+Р(Х = 2):
= 0.2 +0.3+ 0.4 = 0.9.

5. Наконец, при х > 4 событие (Х < х) является достоверным, по-

скольку все возможные значения случайной величины лежат левее х. Сле-

довательно,
Р(х)=Р(Х<х)=Р(!2)=1.’

Итак, график функции распределения имеет ступенчатый характер

(рис. 2). Точка на правом конце каждой «ступеньки» означает, что именно

на ней находится точка графика с данной абсциссой. Наоборот, стрелка на

левом конце указывает, что крайняя левая точка «выколота». Таким обра-

зом, значения функции вблизи слева от аргумента х совпадают со значе-
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нием функции в самои точке х, и, значит, имеют место непрерывностьслева и разрыв первого рода (скачок) справа.

* Над

И ——————————————————-—--& т
0.9 ******* °-°—-1+

а :

в

Ё
Ё

О5‹_-—---—-1— ? Ё‘
10.2 е |

в
й? ’

Ё
1чР # „о“ 4 4 ›

-:
Од 1 2 з 4 х

Рис.2.
График на рис. 2 наглядно иллюстрирует общие свойства функции рас-

пределения, описанные в п.1.2.

1.5. Математическое ожидание дискретной случайной
величины

Пусть дискретная случайная величина Х принимает значения
х1‚х2,...,х„ с вероятностями, соответственно, 101,р2‚...‚р„. Если при
проведении П испытаний значение х, появилось, [Сд раз (так что

/г +16 +...+1С = М ‚ то с еднее а и метическое Х еачизованных1 А. п
значений представляется в виде:

—- /‹х+!сх +...+/сх /с 1с /с
——

М
--

м х1 А] х2 . . . м хд .

Отношение = И),- является относительной частотой события

(Х == хд). При большом числе испытаний относительные частоты И/д ко-
леблются во г соответств щих тео етических ве оятностей :. По-КРУ д

этому Х колеблется вокруг значения

р1х1 + 172х2 + ...+ р„х„.
Это является основанием для следующего определения.

._

.'Ё;1?.ниЬ$Ь`Ёг-д.Ы

--

д‘.

...-

.

`

-‹..
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Определение. 1. [Математически ожиданием дискретной случайной

величины Х с конечным множеством значений х1,х2‚...,х„ и с вероятно-

стями этих значений, соответственно, рд, р2,..., рд называется число

МОЙ = 17111 + 17212 + + рпхп ‚ (2)

или в краткой записи
п

Мог) = 2рт .

1:1

2. математическим ожиданием дискретной случайной величины Х с

бесконечным множеством значений х1‚х2,...‚х„,... и с вероятностями,

р1,р2,...‚ рт... называется сумма ряда
Ф

М(Х)=2р;х: . (з)

‚
5=1 1

При этом предполагается, что ряд является абсолютно сходящимся (то

есть, существует предел последовательности частичных сумм, составлен-

ных из модулей его членов). Если абсолютной сходимости нет, то считают,

что математическоеожидание не существует.

Статистический смысл математического ожидания: М(Х) —- это чис-

ло, вокруг копгорого колеблется среднее арифметическое реализованных

значений случайной величины при большом числе испытаний.

Пример. Пусть дискретная случайная величина имеет закон распреде-

ления:
Х: ——1 1 2 4

Р: 0.2 0.3 0.4 0.1

Тогда М(Х)=0.2-(—1)+0.З-1+О.4-2+0.1-4=1.3.
В соответствии с эмпирическимезаконом больших чисел, следует ожи-

дать, что при большом числе испытаний среднее арифметическое реализо-

ванных значений случайной величины окажется близким к числу 1.3 .

1.6. Свойства математическогоожидания.

1. Если случайная величина Х является постоянной («неслучайной»)

величиной: Х = а, то есть имеет закон распределения
Х: а
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Ё Р: 1

то 1И(Х)=а‚ шгиы М(а)=а
Доказательство. По определению М(Х) == 1 = а == а. .
2. Постоянный множитель можно выносить за знак математического

ожидания:
Ё

М(1‹;Х) == ямок) ‚.

Доказательство. Ограничимся случаем конечного множества значений.

Пусть закон распределения имеет вид:

(х1тх2э°°°эхп; р1эр2э°°°э
Рассмотрим два возможных случая.

1) Ё == 0. Тогда ЁСХ имеет закон распределения
/сХ : 0

к

Р: `

1 ‘

так что М(!сХ) = М(О) = о, и также жми) = о - мог) = о.

2) Ё ф О. Тогда условия [СХ ==
Ёсхд и Х = хд равносильны, и поэтому

(ЁХ=’ОС:)=(Х=ХЭЗ Р0°У=]“:)=Р(Х=хг)=19г
Следовательно, закон распределения закон распределения случайной ве-

ЛИЧИНЫ ‚(Х ИМВСТ ВИДЕ

(ЁхЬЁх2›°°°›]‹хп; р1эр2э°°°эрп)°

Поэтому

М‹1‹Х›= Ёрадд‘: = ЬЁих; = гсмоо.
5=15:1

3. Теорема сложения для математического ожидания.

Пусть случайные величины Х и у имеют математические ожида-

ния и Тогда
°М(Х+У)=М(Х)+М(У) Ц

Доказательство. Ограничимся случаем конечного множества значений.

Пусть законы распределения для Х и У имеют вид:

(х1эх2э=°°эхп; р1›р2›°°°зрп)Ё

(у‚‚у2‚.„‚у‚.; Ч1›Ч2›м-›Ч›—)-
4- Ум

Случайная величина Х +У принимает т’ значений вида хд . _ }
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где 5 =1‚2‚...‚п; ] ==1‚2,...‚Г. Ограничимся для простоты случаем, ко-

гда все эти значения различны. Пусть рд =Р(Х +1’ =хд+у1) ---

вероятности указанных значений. Тогда =

МСХ+Ю=ЁЁ РМХГЧО):
г: 1=

п г п г

=22 дух: +22 рт
1:1 1:1 1:1 1°=1

группировку слагаемых и вынося за
Производя в каждой из двойных сумм

соответственно), по-
тренней суммы общий множитель (хд и у1 ‚

Ж

1

знак вну

мучаем:

[\4=

г Г п _„ \
+2 угЁри °

1=1К г=1 1

Г г
1

М(Х +1’) =
КхдХрд. 5:1

Г

Убедимся теперь, что 2рд == рд. Для этого введем события:

1:1

А =(Х=х:); Н1=(у =У1)з 112 =(7=У2); з Н;- =(7=Уг)=

.‚Г), а значит, и АН] попарно несовместны, по-
События Н] ( =1‚..

мы):
этому (сумма вероятностей событий равна вероятности их сум

Ёрд =2Р(‹Х=хд<г=у‚›)=ЁР‹АН,›=-—
°=1 ]=Ч

Л

Аналогично Х рд == Ч] . Тогда
2:1

М(Х + г) = Евр, + 2уд, = М(Х) + дин/у .
1:1

я математического ожидания.
4. Теорема умножения дл

1’

Х2‚...‚А „ называются не-
Ояпределение. 1. Случайные величины Хд,

зависимыми, если для любых промежутков
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<а1э ь1>э <а2э ь2>г°°э<апэ Ьп)
независимы в совокупности события

(Х1 Е (аи ЬОЪ (Х2 ‘ё (02, д2>)‚-м‚ (Хп Ё (ат Ьп>)°

2. Случайные величины Х1,Х2,...‚Х„,„. , образующие бесконечную
последовательность, называются независимыми, если для любого нату-
рального п любые п случайных величин этой последовательности неза-
висимы.

Замечание. В частности, если Х и у независимы, то для любых чисел
а и д:

Р((Х = а)(У = Ь)) == Р((х е [а, а])(У е П), Ь])) =
== Р(Х е [а, а})Р(У е [Ь, Ь]) = Р(Х = а)Р(У = Ь).

Теорема. Пусть случайные величины Х и у независимы и имеют ма-
тематическиеожиданияМ и М . Тогда

М(Х1’)=М(Х)М(У)»
Доказательство. Ограничимся случаем конечного множества значений.

Пусть законы распределения для Х и у имеют вид:

(хЬхЪп-эхп; Р1›Р2›---›

(у1›у2›°°°эуг; ЧьЧгэ-иэЧгд-

Случайная величина ХУ принимает пг значений вида хду1, где

5=1‚2‚.„,п; =1,2‚...,Г. Ограничимся для простоты случаем, когда

все эти произведения различны. Обозначим через рд вероятности этих

значений. Тогда, поскольку вероятность произведения независимых собы-
тий равна произведению их вероятностей,

рд = Р((Х = хдО’ = т) = Р(Х = хдРО’ = Уу) = Рад];-

Далее,

МОП’) =
царицу;

=
ёцргецхзууг= ;= 2= 1= ‚

Производя в двойной сумме группировку слагаемых и вынося за знак

внутренней суммы общий множитель рдх, , получаем:

ч:'.г-

‚9‘

'
*<‘

"

‘д

_.

.:
'

‚
_

"'›`

"Ё

о"'г‘›`$.`.

'
‘Д.

‘_

в

‘
‘гид.’

=
„гид

'
‘ЁЕЁЁЫЁ;

‘Зинаида;

\.т&.чды$.ы:.?‹хь`& 1ж%.Ч2Ь\^‘

"

‘с;
Й

.

Д}
"

Цп

‘
4

18-

ч

ьди-

А?

п..д-|-.--

ь
..
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п Г \
МОИ’) =

ЁЙРгхщЁЧЫ’;
11=1 \ 1:1

п
= Майих; = М(1’)М(Х)- .

1:1

1. 7. Дисперсия дискретной случайной величины

Рассмотрим следующий пример. Пусть случайные величины Х и у
имеют следующие законы распределения:

Х: --2 -101 2

Р: ›0.2 0.2 0.2
ОЗЁ

0.2

т: -200” -100 0 100
‘ 200 ъ

Р: ‚ 0.2 1 0.2 0.2 0.2 0.2

Нетрудно проверить, что они имеют равные математические ожидания:

М(Х) =М = 0. В то же время рассеивание значений вокруг матема-

тического ожидания у У явно больше, чем у Х . Это рассеивание выража-

СТСЯ ОТКЛОНВНИЯМИ РВЗЛИЗОВЗННЬЁХ ЗНЗЧСНИЙ‘ ОТ МЗТВМЗТИЧССКОГО ожида-

ния, то есть разностями хд
-М(Х) и у, -М ‚ соответственно.

Определение. Пусть у случайной величины Х существует математи-

ческое ожидание М Случайная величина Х — М(Х) со значения-

ми хд
-- М(Х) называется отклонением (от математического ожидания).

Если при большом числе реализаций случайной величины просуммиро-
вать полученные отклонения, то их значения разных знаков в значитель-

ной степени погашают друг друга, и такая сумма не может служить мерой

рассеивания значений случайной величины вокруг математического ожи-

Дания. Для того чтобы избежать подобного взаимного погашения, откло-

нения перед суммированием возводят в квадрат.

Определение. Пусть у случайной величины Х существует математи-

ческое ожидание АЦХ). Ее дисперсией называется число
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в‹Х›=М((Х-М‹Х›)2)]5‚ (4)

то есть математическое ожидание квадрата отклонения.
Цгатистический смысл дисперсии:
Дисперсия служит меройрассеивания значений случайной величины во-

круг ‚математического ожидания.
Общее определение дисперсии принимает применительно к дискретной

случайной величине следующий вид:
1) Если Х является дискретной случайной величиной с конечным мно-

жеством значений и законом распределения

(х1эх2эпчхп; 1719р2›°°°›рп)›

то отклонение „Х -- М(Х) имеет закон распределения

(х! "° х2 °" МЬХЭг-чхп рЬрЪ-"эргдз
И, В соответствии С определением математического оишдания:

'

ъ

ч то = Ёрм -М‹Х›)2 ё о
Ё Ё=1 Р

2) Если Х является дискретной случайной величиной с бесконечным
множеством значений и законом распределения

(х1,х2‚...‚х„‚...; р1,р2‚.„,р„‚...)‚

(б)ЕВ(Х) ‘т’ ЁРгЁСг "1И(Х))2
°=1

Если ряд в правой части (б) расходится, то считают, что дисперсия не су-
шествует.

Замечание. Если у случайной величины не существует математическо-
го ожидания, то понятие дисперсии для нее не вводится.

Пример. 1. Пусть законрасп еделения имеет вид:
А, : °"'2

1

О 1
д

'

°|

1

Р: о.1;о.5 0.4т 4 1

ВЫЧИСЛСНИС ДИСПЗРСИИ ПРСДПОЛЗГЗЗТ ПРЗДВЗРИТСЛЬНОВ ВЫЧИСЛСНИЭ МЗТС‘

МЗТИЧССКОГО ОЖИДЗНИЯЁ

.

.

.

.:_‹

ч
-Ё—›

к
г.

..А..

_.ьд

.0

"'°.

›.ма.:-1._\..4.—и-
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М(Х)=О.1-(--2)+0.5-0+0.4›1=О.2.
Далее,

их) з: 0.1 -(„-2 -о.2)2 +о.5 -(о - о.2)2 + о.4-(1-о.2)2 = 1.08.

2. Для приведенных в начале этого параграфа законов распределения

ПОЛУЧЗЭМЁ
›

М(Х>=М(У)=0;
в(х)=о.2.((—2)2 +(-1)2 +02 +12+22)=2;

во) = 0.2 .((-2о0)2 +(-1оо)2 + о? +1оо2 + 2002) = 20000.

чина Х имеет размерность (метры, килограммы и т. н.)‚ размерность дис-

персии БОГ) равна квадрату размерности Х . Поэтому ‚наряду с диспер-

сией в качестве меры рассеивания значений случайной величины вокруг
математического ожидания применяют также арифметический квадратный

корень из дисперсии. Последний уже имеет размерность, совпадающую с

размерностью Х .

Определение. Средним квадратическим отклонением случайной вели-

чины Х ‚называется число

«(до 531900 .

1.8. Свойства дисперсии

!. Для дисперсии справедлива формула:

ЪЕЁ}; мог?) ..Г(Ь2цх>)2й`\‚ п)

Доказательство. По свойствам математического ожидания

их) = М((Х - М(Х))2) = М(Х2 —2Х . их)+(М(Х))2) =

ь: (Х2) + М(--2Х—1\и1(Х))+ М((М(Х))2).
Во втором слагаемом постоянный множитель -2М(Х) вынесем за знак

МЭТСМЗТИЧССКОГО ожидания; В ТРЗТЬЗМ СЛЗГЗВМОМ МЗТСМЭТИЧССКОС ожида-
2

НИС КОНСТЭНТЫ равно СЭМОИ ЭТОИ КОНСТЗНТС. В РСЗУЛЬТЭТС ПОЛУ-

ЧЗСМЗ
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их) = мы?) -- 2М(Х)М(Х) + (моду =

= М(Х2) -- (М(Х))2. .
2. *1)(_Х)20 .

Действительно, формулы (5) и (б) приводят к суммам неотрицательных
слагаемых. .

з.
и вися’) = 1с2В(Х) г.

Доказательство. Применим формулу (7):

щи) = М((А:Х)2) -(м(1с.х'))2 = м(1‹2Х2) —(1сМ(Х))2 =

= 1с2М(Х2)-— А? (М(Х))2 = гс? (М(Х2)- (М(Х))2) =

дёрн). .
4. Если случайная величина Х является постоянной («неслучайной»)

величиной: Х == а = 601181, то есть имеет законраспределения
‘Х: а
‘Р: 1

то их): о.
Доказательство. По свойству математического ожиданияМ = а, М{Ха == 612. Поэтому в формуле (7) ДЛЯ дисперсии

.О(Х) == М(а2)—(М(а))2 = аг --а2 = 0. д
5. Обратно, если = 0, то случайная величина Х является по-

стоянной: Х = а = СОЮЗ! .

Доказательство. Пусть, Х -——— дискретная случайная величина, и

В(Х) == 0. Если бы она с ненулевыми вероятностями принимала по

крайней мере два разных значения, то есть имела закон распределения
(х1‚х2‚...; р1,р2,...)‚ ТО

1305) = 171051“ МОЁ)? + ‚02052 т МОЁ)? +--- > 0›
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Е<С1‚С11 Е<С2,612 >))=
=р(о.<уе<с,‚а,>))=р(е)=о=

=0'Р(УЕ<С2‚С!2 >)=Р((ХЁ<С3‚д1>)°Р(УЁ<С°2,Й2>). -
Следствие. Если случайная величина Х является постоянной:

Х == а = 601181, то для всякой случайной величины у имеет место ра-
венство: В(а + У) =

Доказательство. Поскольку случайные величины Х == а и У незанят-
сьтмьх, то

1Э(а+1’)=1)(а)+В(У)=0+В(У)=13(У). д.
7. Математическое ожидание и дисперсия среднего арифметичеспаь

го.

Теорема. Если случайные величины Х1‚Х2,...‚Х„ независимы и име-
ют одинаковое математическое оэясидание, равное т , и одинаковую дис-
персию, равную 61 , то для их среднего арифметического

1у =
ъ-(Х1 + Х2 + ...+ Хд) справедливы формулы:

с!М(У)=т; В(1’)=-;1-. (в)

Доказательство. Прежде всего, среднее арифметическое у имеет та-
кое же математическое ожидание, как И Х 2

+Х2 +...+Хд))=
1 1

=—;2-(М(Х1)+1И(Х2)+...+М(Х„))гадит
== т.

Далее, используя уже доказанные свойства дисперсии, получаем:

В(У)=В(-Ь(Х1 +Х2 +...+Х„))=

=-‚Ё5(В(Х1+Х2+...+Х„))= о

а’=
5ё-(В(Х1)+В(Х2)+...+1)(Х„)) э-ёё-па

=
Б. д

Замечание. Из формулы (8) следует, что дисперсия среднего арифме-
тического в п раз меньше исходной дисперсии отдельного слагаемого.
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Иными словами, среднее арифметическое имеет меньшее рассеивание во-

круг математического ожидания т. Это связано с тем, что в среднем

арифметическом при суммировании отклонения разных знаков в значи-

тельной степени погашают друг друга.

Последнее находит применение в практике измерений. Так, например, в

навигации принято производить измерения по приборам трижды и в каче-

стве результата брать среднее арифметическое полученных значений.

1,9. Биномиальное распределение

Определение. Дискретная случайная величина Х имеет биномиальное

распределение (распределена по биномиальному закону), если ее возмож-

НЫВ ЗНЗЧСНИЯ

0,1, 2,...,1с,..., п—-1‚ п

вькражают число успехов 16 в п испытаниях по схеме Бернулли с вероят-

ностью успеха р , а соответствующие вероятности равны вероятностям

числа успехов: Р(Х ‘д'- 16) = = С5рйа
т,‘

. Таким образом, закон

биномиального распределения имеет вид:

( О,1‚...,п; Р„(О), Р„(1),...‚ Р„(п)

Для отыскания числовых характеристик биномиального распределения
-- математического ожидания и дисперсии —— введем вспомогательные

случайные величины: Ёд —-—- индикатор [С -го испытания (Ё = 1, 2, ...‚ п):

21, = 0, если в ‚С -м испытании имела место неудача;

Ёд = 1, если в 16 -м испытании имел место успех.

Случайные величины 21, независимы, поскольку связаны с исходами

независимых испытаний, и имеют одинаковые законы распределения

(0› 12 р, Ч). Найдем их числовые характеристики:

М(2т)=с1°0+р°1=р;
ША) = ч(0 - р? + р(1- р? = яр‘? + 19612

=

=рс1(р+с1)==рч›
Исходная случайная величина (число успехов) Х равна сумме индика-

п

ТОРОВЁ Х =
Е Ёд (в сумме справа столько единиц, сколько раз в п ис-

/‹=1
пьттаниях имел место успех, а остальные слагаемые равны нулю).
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По свойствам ьтатематического ожидания и дисперсии:

М(Х) = М 229 = Ела/щ) = пр;
/с==1 &=1

\
вас-ш

ЁДГЁЩЙЁРНРЧ-Ё=1 /с=1
Итак, для случайной величины ‚Х, имеющей биномиальное распределе-ние,

ДМ(Х) = пр; ЩХ) = при].
1. 10. Распределение Пуассона

Определение. Дискретная случайная величина Х с бесконечным мно-еством значений распределена по закону Пуассона с параметром Й, > О ‚если она принимает значения [С = 0, 1, 2‚...‚ п
ЯС

‚.... с вероятностями
1: —д‚

Р(Х = гс) = 31 е
т.

1:2
Распределение Пуассона имеют случайные величины, описывающие,например, работу АТС (пример системы массового обслуживания), катод-ную эмиссию электронов.

» Найдем математическое ожсидание и дисперсию распределения Пу-ассона, имея в виду, что
00 1: 2 1:Ж 29 1 А‘

%*ЁТ—1+Ж+*ЁТ+„.+Й+„.—З
--— ряд Маклорена для показательной функции.

„к
1) М(Х)=Х/сР(Х=/с)=2/с

е а
Ё=0 А? ' . Первое слагаемое ряда

1с=0 '
равно нулю из-за множителя 1с = О; далее, при 16 21 после сокращения в

[С 1каждом слагаемом Ряда получаем: Р =
(Ё 1)’. Поэтому: вынося постом

и "АЯННЬЁИ МЁОЖИТЁПЬ 38 ЗНЗК ряда, ПОЛУЧЗЁМЁ

и__ —2„°° АН __ „П, а
_„._7‘ч2 я Ё \_‚М(Х)-Же ёйщгяе тык. 2!

т
3!
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= же"??? = Ж.

2) Используем для вычисления дисперсии формулу (7) и уже известное

ЭЧСНИС МЗТСМЗТИЧЗСКОГО ОЖИДЗНИЯ.

шк) = ‚ги/(Х?)411400)? = М(Х?) - ж?.

ИМЗЗТ закон распределения

_‚„ Же°`7` ж?е*? Ж."е""7`
е ‚ .. , .

ЗН

_, 2
Случаиная величина Х

602,12,
22‚...‚ 1с2‚...;

.__1и’ 22 гс!”
Поэтому

00
ЖЁ

-?ъ _
00 ‚дни!

М(Х2)=Ё/‹2Ё!М—Же 7`ё(]с_1)'_

=7ье"
{1+*1ЁГ+—ЁТ+.„+
ах ПРВДС’Гавляем В ВИДЕ СУММЫ ДВУХ СЛЗГЗСМЬЁХ:

зж? ж? 2ж? ж? ж?"" +Т;„.;
Каждую дробь в скобк

емые, а затем из суммы вторых сла-
Группируя сначала все первые слага

гаемых вынося общий множитель И. ‚ получаем:

__
Г ж? ж?

М(Х2)= же *
ЬЁ1+ж+Й+...+-ЁТ+..)+

+3“ 1
х2 к,‘

т
—-?к ЬХ

й

7‘,

+7ь+ЕТ+.„+—Ё-г+...
’=7\.е [е +7ъе ]=7\.(1р+7ж).

° °
_1ъ

отсюда по формуле о); их) = (ж + ж?) - ж? = ж
ею ей распредечение Пуассона с

Итак, для случайной величины Х , им

параметром ж; мог) =ж; 1›(Х)=ж .
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ГЛАВА 2. НЕПРЕРЫВНЫЕ СЛУЧАЙНЫЕ ВЕЛИЧИНЫ

2. 1. Плотность непрерывной случайной
величины

Напомним, что функция распределения 17(Х) случайной величины Х
определяется формулой: 17 = Р(Х < х).

Определение. Случайная величина Х называется непрерывной, если
существует неотрицательная кусочночтепрерьлвная функция р(х) ‚ интег-
рируемая на (--00‚ + 00) и такая, что функция распределения представима
в виде интеграла с переменным верхним пределом:

[
х

или) = [раз д:
{

.

Ъ -оо
я

Функция р(х) называется в этом случае плотностью распределения
случайной величины.

Свойства плотности распределения.
1. В точках непрерывностиплотность является производной функции а

распределения:

РТА’) =р(х)- Ф)
В случае, когда плотность р(х) непрерывна на всей числовой оси, это

следует из теоремы о производной интеграла с переменным верхним пре-делом {12}. .
Следствие. В точках нежферыености плотности р(х) функция Рад‘

предвидения Р дифференцируема (а значит, и непрерывна) и является
первообразной для плотности.

+00

2. ] р(х)с1х=1. (го)

Доказательство. По определению несобственного интеграла
+оо О +оо '

[родам [р(х)сёс+ ]р(х)с1т=
__о0 ___ю О

== (17(0)-— Р`(-—оо)) + (17(+оо) —— 17(0)) =

ГУ
МР
Ф 
им
ен
и а
дм
ир
ал
а С

.О
. М
ак
ар
ов
а



г-(Р'(О)-—О)+(1-Р`(О))=1. д
3. Для непрерывной случайной величины Х вероятность принять зна-

чение из полуоткрытого промежутка [а‚ Ь) («вероятность попадания в

промежуток») равна интегралу от плотности по этому промежутку:
Ь

Р(а5Х<Ь)=}`р(х)сЬс. (п)

Доказательство. По свойству функции распределения:
Ь а Ь

во 5 Х < ь) = го) - Р(а) =
1 р(х) ах- 1 р(х) ф: .-=

1’
р(х) Ф:

—-® —® а

П
Замечание. Поскольку определенный интеграл в формуле (11) равен

площади криволинейной трапеции для плотности р(х) ‚ то при одинако-

вой длине промежутков больше вероятность попадания в тот из них, у ко-

торого больше площадь соответствующей криволинейной трапеции. Так,

для плотности, график которой изображен на рис. 3, вероятность попада-

ния в промежуток [1‚ 2) больше, чем вероятность попадания в промежуток

в, 4).

Трос)
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2.2. Особенность непрерывной случайной
ЗЭЛЦЧЦНЫ

Теорема. Для непрерывной случайной величины Х вероятность при-нять любое наперед заданное значениеравна нулю:

‘уа: Р(Х = а) = Ол.

(Иными словами, «вероятность попадания в точку» равна нулю).
Замечание. Таким образом, непрерывные случайные величины дают

примеры случайных событий, а именно (Х = а) ‚которые, не будучи не-
возможными, имеют, тем не менее, вероятность, равную нулю.

Доказательство. Для любого Й > О событие (Х = а) влечет за собой
событие (а 5. Х < а + 12), поэтому в силу непрерывности функции рас-
пределения:

озщхцдзяказХ<а+л)=г(а+л)-Р(а)!д_0о. Отсюда

Р{Х=С2)=0. в
п

Следствие. Для непрерывной случайной величины вероятность попада-
ния в промежуток не зависит от вида промеокэгтка:

Р(а<Х<Ь)=Р(а5Х5Ь)=Р(а$Х<Ь)=Р(а<Х$Ь)
(все эти вероятности равны 17(д) - 17(а) ).

Доказательство.Докажем, например, первое равенство. Имеем:

(а5Х$Ь)=(а <Х <Ь)+(Х=а)+(А’=Ь)
--- сумма попарно несовместных событий. Отсюда

Р(а $Х"$Ь)=Р(а<Х <Ь)+Р(Х=а)+Р(Х =Ь)=
=Р(а<Х<Ь)+0+0=Р(а<Х<Ь). .

2,З, Вероятностныйсмысл плотности распределения
Если случайная величина Х непрерывна, то длш ее плотности р(х) В

точках дифференцируемости имеем:

. Р’(х + Ах) - 17(х)х = Р" х = 11111 *
.р( ) ( ) мае Ах

Поэтому при малых Ах > О имеет место приближенное равенство:
с1(17(х))=р(х)АхшР`(х+Ах)—-Р(х)-=Р(Хе[х,х+Ах}).

Итак, при малых Ах > 0 вероятность того, что непрерывная случаи-
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ная величина примет значение из отрезка [х‚ х + Ах], приближенно рав-

на произведению
плотности в точке х на длину отрезка:

СИХ е [х‚ х + Ах]) а: р(х)Ах‘ .

2.4. Математическое ожидание непрерывной случайной
величинь:

н

1. наводящее рассуждение.
у

_

Для дискретной случайной величины с законом распределения

(х1‚х2‚...‚х„; р1,р2‚...,р„) математическое ожидание вычисляется, со-

гласно п. 1.5, по формуле:
М(Х) = р1хд+ р2х2 +...+ р„х„ .

ия хд можно окружить непересекающимися маль1-

этих значений явля-Если отдельные значен

ми промежутками с длинами Ахд, то вероятности р,
ются одновременно вероятностями попадания в соответствующие отрезки:

192=РЁХЁ[Х:›Х:+АХИ)›
и формула для математического ожидания принимает вид:

Р’!

М(Х)=2‘х5 'Р(ХЁ[Х5‚ хд+Ахд]).т
5:1

'

Для непрерывной случайной величины Х имеем

1905 Е [хм Х: + 433521)” РФСЭАХЬ

так что сумма, аналогичная (12), имеет вид
п

ХЁРОСдА-хя ›

5:1

и является интегральной суммой для несобственного интеграла

+00

°
*

герое) ах.
-—оо

П. Определение математическогоожидания.

Определение: математическим ожиданием непрерывной схдучайной
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величины Х с плотностью р(х) называется несобственный интеграл:

М(Х) = Тхрос) едем (в)
-оо

ПрИЧСМ предполагается, ЧТО ЭТОТ ИНТСГРЗЛ СХОДИТСЯ абсолютно, ТО ССТЬ,

сходится интеграл р(х) с1х .

Если абсолютной сходимости нет, то для такой непрерывной случайной
величины математическое ожидание не определено.

Ш. Математическое ожидание функции случайного арпумеша.

Пусть Х -——-- непрерывная случайная величина с плотностью р(х) ‚ и

_/ --- функция числового аргумента, которая непрерывна на

(—00‚ + 00). Тогда/) пришшает вместе со случайным аргументом Х
случайные значения и является случайной величиной.

Можно доказать, что случайная величина/ также является не-

прерызной, и для ее математического ожидания справедлива формула:

›М(/(Х)) = Т/(эоих)Фе . (м)
т

П. Свойства математического ожидания непрерывной случайной
величины.

Эти свойства аналогичны свойствам математического ожидания в

СГУЧ:ае дискретной случайной ветчины (п. 1.6); перечислим их заново:

1. Постоянныймножитель можно выносить за знак математического
ожсидания: М == ЁМСХ) .

2. Пусть случайные величины Х и у имеют математические ожида-
ния и Тогда

М(Х + г) = М(Х) + ищу) ..

3. Пусть случайные величины Х и у независимы и имеют математи-
ческие ожидания М и М . Тогда

М(Х?) = М(Х)МО’) -
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2.5. Дисперсия непрерывной случайной величины

Напомним (п. 1.7), что дисперсия служит мерой рассеивания значений

случайной величины вокруг математического ожидания и определяется

как математическое ожидание квадрата отклонения:

щи) = М((Х -М(Х))2).

Квадрат о

случайного аргумента Х , а именно, когда
__ 2ЛЪд-(‘РМООУ

Поэтому, в соответствии с общей формулой (14)‚ для дисперсии непрерыв-

ной случайной величины Х с плотностью р(х) получаем формулу:

в<Х›= ] (х-Моойрсоахй (из)

Если несобственный интеграл в формуле (15) расходится, то считают, что

дисперсия не существует.
Свойства дисперсии непрерывной случайной величины также анало-

гичны свойствам дисперсии в дискретном случае (п. 1.6); перечислим их

заново:
+61)

. 1Э(Х)=М(Х2)-(М(Х))2= [ х2р(х)сЬс—-(М(Х))2 .

--Ф
Ьд

2. ЩХ) 2 О .

з. та’) = кгщх) ‚

4. Если случайные величины Х и У независимы, то

В(Х1У)=В(Х)+В(У).

тклонения (Х -- М(Х))2 является частным случаем функции
б

Для непрерывной случайной величины сохраняется определение сред- _

НСГО КВЗДРЗТИЧССКОГО ОТКЛОНСНИЯЁ

сок) = Люб .

2.6. Нормальноераспределение

Определение: Непрерывная случайная величина Х имеет нормальное
—

РаСПреде/гение (распределение Гаусса) с параметрами а и О‘ > 0 ‚ если ее

ПЛОТНОСТЬ ИМЕЕТ ВИД?
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1

г.
= 202

,

Их) б\/21:
е

График плотности нормального распределения, изображенный на
рис. 4, называется нормальной кривой или кривой Гаусса.

их)
Ъ

(16)

.

д
›
.

В
:35

‘-

ь

\
‘г

-

-

‚
'

‚д?‘

`

`1`:°‚

7-'

.-

зКцА

“1

..д‚".?‚.ч.‹`

А‘

дд-"о"

‚
п’:

дтцЁ’.

—

'

.
‘р:

д];

‹`
‹‘
'

-°›"4

"

.

‘ъ

-.

‚‚

1.

1
.

`
-

ч

Ь-

„зггьпъждьёё

дгм

Ахъчбхд-смдцдйгьжь-пцддт-ЁЪЬ:

_

1.‹

1-

›

ь

т.-

оь---_-_-„„---_--__„

Рис. 4.
Из графика видно, что из интервалов значений одинаковой длины более
близкие к а имеют большую вероятность, попадание в них „происходит
чаще. При удалении от а вероятность попадания в интервал уменьшается.

Такое поведение вероятностей, а значит, и относительных частот, ха-
рактерно для многих случайных величин. Например, если а —— средний
рост, а Х —-—-— рост произвольно выбранного человека, то люди, чей рост
близок к среднему, встречаются часто, а «великаны» и «карлики» --- край-
не редко.

Замечание. При а = 0, б‘ =1 плотность нормального распределения
является дифференциальной функцией Лапласа [13]:

2Х
1 “э”РОС) =

‘Где
= (РОС)

Функция распределения Р}; в этом случае задается выражением:
х 0 х

д, (х) = [ (рам: = [ срам: + [срам =
Ё.

+ Ф(х)‚
-оо -оо О
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где Ф(х) -— интегральная функция Лалтласа. Итак,

х 12

Рдооэ-Ё-У
ц

7с1!=-%-+Ф(х).
--оо

Зависимость нормальной кривой от параметра а (при а, <а2 и посто-

янном О‘) изображена на рис. 5. Вертикальная прямая х =а является

осью симметрии нормальной кривои.

р)
Рис. 5.

—.—ч—0‹п°0—-—сг2ва—т—.13..ч—

Фанта-вгф-юфтц-иф-цг

Э д

Зависимость нормальной кривой от параметра б’ (при постоянном а)
изображена на рис. 6. При увеличении О‘ кривая становится более поло-
гой, так что далекие от а значения случайной величины Х приобретают
большую вероятность, реализуются чаще; разброс значений вокруг а при
этом увеличивается.

трос)

О1<С2

„\
"ФТЧЭ-Эгттдчоьцфдтгт:
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Эти свойства нормальной кривой проясняет
Теорема (о вероятностном смысле параметров а и О’), Для случай-

ной величины Х ‚ имеющей нормальное распределение с параметрами а
и о: `М(Х)=а; покрой.

Доказательство. При вычислении интегралов, выражающих МЙХ) и

В(Х)‚ воспользуемся заменой переменной. В соответствии с формулой
(13):

+оо +00
__ (х—а)2

М(Х)=—!0хр(х)с!х=бЬЁ-{хе
202 ах:

Гх-а
4 21; х=от+а; ах=ос1г

О"

::<_ х-д-оо :_:> [._-::—оо Г:
‚ Х=+00 23 Ё=+00
Е

|

к

‹\›|"‘,
1

"’°° -
== Л_[(о1‘+а)е сей:

О’ ТЕ

2 +00
—

‚42‚д +соо —--- ао --—

= т г 93 сй-г- 2а’1.„т! е
„мифе

В ПОЛУЧСННОМ ВЫРЗЖСНИИ ПСРВОЗ СЛЗГЗСМОС ЯВЛЯСТСЯ СХОДЯЩИМСЯ НЕКТО‘-

[2

гралом от нечетной функции 16 2 по симметричному промежутку и по-
этому равно нулю. Второе слагаемое представляет собою умноженный на

аЛ интеграл Пуассона, про который известно, что он равен х/ЁТЕ :

‘П?

(в этом смысл множителя Л в формуле для плотности: -—— он обеспе-
ТЕ
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чивает вьхполнение РЭВЁНСТВЭ (ю) )- В Резудьтате ‘юлучаем: М = а °

Аналогичными
' вычислениями устанавливается и раВеНСГЮ

1Э(Х)=б2- в
Получим выражение ДЛЯ ФУНКЦИИ распРедедения Р:2‚о(х) птизюль” ‚

ного нормального закона с параметрами а и б:
2х (1-0)

с 1
" _

Ег‚б(х)=б\/_й [е
(проводим замену переменной)

, Ч

ё о ъ

* х-а __=4г=ои+а !=х:>и== б ‚д-
сй-тоди

д т

_-_=._-Ъ——Те—
Зайди =Ё-+Ф(х—а).с

Нормальное распределение играет исключительно важную роль при ма-

тематическом описании многих процессов, ИМЗЮЩИХ ВСРОЯТНОСТНЮО, СНУ‘

чайную (говорят также: ——— стохастическую -— природу)-

2. 7. Показательное распределение

Определение: Непрерывная случайная величина Х имеет показатель-
ное (экспоненциальное)распределение с параметром А. > 0‚ 301191 ее “дют”
ность имеет вид:

0, если х < О;: .‚ (17)Рос) 2.5“, если х20}к

График плотности показательного распределения изображен на рис].
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Рис. 7.

Теорема. Если непрерывная случайная величина имеет показательное
_

распределение с птараметром 7», то для ее математического ожидания и
дисперсии справедливы формулы:

__1_

ж?’
Доказательство. Заметим, что по правилу Лопиталя

Нш хе” = Цш
——)Ё—=(-Ё)=

Вт М, =

М(Х) ={-; в‹Х›=

х—›+оо х-›+о0е)“ 00 х-Н-оо
(ем)

. 1= Лип и = 0.
х-—›оо же

Интегрируя по частям, получим:
+оо О +оо

М(Х) = [хр(х)с1х= [х-0с1х+]‘х?ме`"“ абс:
-—оо -оо О

и == х аи == а'х
+оо

о+ я д“ а'х== =
А‘

е х
ди-тхёыдх. ъ›=—-е'°9"‘
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в
т Ю

М
:::

-—хе*^°х‘
+ {е- СЁС =

0 о

1
== -( Пш хе“ —О)+——ТЗ—МС1(*М)

=
х94-61)

О

1 . _ __ 1 __1‚(о-о)+-- пш (е ’*-*-1)..-_д-(о-1)_-х-.-7м х-Н-оо

Далее,
1

вы’) = Мсхг) -—(М<Х›)2 = М‹Х2›755.
Согласно формуле ( 14):

+Ф +00

М(Хг) =
1 р(х)х2 абс =7ь

1.
е'“х2с1х.

—оо О

Аналогично предыдущему, интегрируя по частям дважды, получим:

2 __ 2 2 1 1

)--—2-,так ЧТО —к Ж к Ж.

Аналогичными вычислениями получается выражение для функции рас-
пределения показательногораспределения:

х = =РТ) (гм:
О’ “О

Юр 1-5“, 2:20.

2.8. Равномерное распределение

Определение: Непрерывная случайная величина Х имеетравномерное
распределение на отрезке [а‚ Ь] , если ее плотность имеет вид:

1 Ь _

Рос):
О, если хе[а‚ ]‚
с, если хе[а‚Ь].

(13)

График плотности равномерного распределенияизображен на рис. 8.
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их)

с ---- ---г-—-——-———---1
! 1

1 1

| |
3 1

! |

1 5 ё

ч—_—._-_=‘ „„. г с
‘ а д Х

Рис.8.
Теорема. Если непрерывная случайная величиъяа имеет равномерное

распределение на отрезке [а, Ь] , то:
'

_ 1
1 _а+Ь Г два-а)”

с_д__а‚ М(Х)---—-Ё-—, их)...
12

.

а+Ь
Замечание. Число

2 середина отрезка [а‚ д]; число (Ь -- а)
-— длина отрезка [а‚ д];

Доказательство. Для определения параметра с воспользуемся свойст-
вом плотности (1 О):

+оо Ь

1=_‹[р(х)с1х=[сдх=с(Ь—а)‚агкудас=-Б—д%да
+С0 Ь

Ъ
Далее, М(Х) =

1
р(х)х Фе: ----- [х ф: = 1 _х2

Ь""'а 2.162

1

Ь——а

1 _Ь2—а2___а+Ь
Ь-а 2

ц
2

°

В(Х)=М(Х2)-—(М(Х))2= 1

[х2с1х-—К._____Ь-а

_____1 хз Ь__а2+2аЬ+Ь2_ 1 _Ь3——а3 __а2+2аЬ+Ь2д_Ь-а. Зда 4 Ь--а 3
-

4

= 40)? +аЬ+а2)—-3(а2 +2аЬ+Ь2) __ 122 --2аЬ-›-а2
___ (Ь—а)2

12
""

12
"

12 °"
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Полученные значения математического ожидания и дис-
Замечание. пения хорошо иллюстрируют их статисти-

Персии равномерного распреде

резка, при большом числе реализаций случайной величины одинаково час-

то будут встречаться значения случайной величины с обеих сторон от этой

середины. Поэтому среднее арифметическое должно оказаться близким к

ней.

Чем больше длина отрезка, то есть число Ь - а, тем на большем про-

межутке «размазаны» возможные значения, тем больше 110191018 быть дис-

которая как раз и пропорциональна квадрату длины отрезка [а‚ Ь] .

Аналогичными вычислениями получается выражение для функции рас-

пределения равномерного распределения:

Ю, х<а
1 а

Р(ЗС)=ЁЪБ1*ЕХ*°БЁ-Б‚
ОЁХЁЬ

к1‚
х> Ь.

персия‚

2.9. Преобразование случайных величин

1. Линейное преобразование нормальногозакона.

Теорема. Если случайная величина Х распределена по нормальному

закону с параметрами а и О‘, то при ‚С Ф О случайная величина

у = [СХ + Ь ‚ полученная из Х линейным преобразованием вида

У ="- [ОС + Ь ‚ также имеет нормальное распределение с параметрами

а1= /са+Ь и о, =|/с{о.
Доказательство. Рассмотрим случай ‚С > 0 . Тогда функция

у = ЁОС + Ь строго возрастает, и имеет место равносильность неравенств:

У<хсэ/‹:Х+Ь<х<=>Х<%-ЁЁ-.
Поэтому также имеет место равенство событий:

х — Ь
(у < х) = Х <„-

/‹

Найдем функцию распределения Ру(х) случайной величины у и убе-

димся, что она соответствует нормальному распределению.
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__ \ 7 „ЕЁЕЗЁ.

Ру(х)=Р(У<х)=`-*Р[А’<Х тдгбхё}; [е 202051‘:

Ги=Ёг+Ь; згигь; СЁГ-Т-‘ЁЁ

24‘ :::—о0 3 112-430 Ё:
Х-тШ ::> и-тх

к К‘ 1

х 1 (и—Ь
2

__

_а)___ 1

1
щ

(ЁФЙ
___Ю

х __ (и-—(/са+Ь))2
’____

1
у 2(/со)2 а; ._.

(ЁоЪ/Ёрз-‘Д
е и

х __ (“"'а|)2
2“? а'и.___ 1

[е"омёдю
Пришли к функции. распределения нормального закона с параметрами
01 = Ага-ед и О‘; ==‘/С’О' . Аналогично рассматривается и случай [С < О.

П. Общий случай преобразования случайной величины.
Пусть теперь у == Г(х) - не линейная, а произвольная непрерывная

строго монотонная; функция. Аналогичными выкладками можно при за-
данных функции распределения 17д/(х) и плотности рХ(х) случайной
величины Х найти функцию распределения РУЮС) и тщетность руОС)
случайной величины у = _)Г(Х Дело сводится к замене переменной в
соответствующем Интеграле.

З 3 —
—Пример. Пусть у = Х , то есть /(х) == х „ Из равносильности нера-

3 „венств: У < х С) Х < х/ЭЁ вытекает равенство событии:

(У<Х)=(Х < Поэтому
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ё/Ё

17,›(х)= т’ < х)=Р(Х < ё/Е) =
1 рыла: =

’
3 3 1 -%`

[гщ/Е; 113! 6117-1511

:%Ъ[=—Ю:1>и=—®
ъ:

(газ/Ё: и ‘г: х

х
1

_ Ё
= Зрхез/Е) 6111.

Подьхнтегральная функция в последнем выражении является плотностью

1 _ 2

распределения случайной величины у : ру(х) =
3-2:

3р .

2.10. Вероятность попадания в промежуток для нормального
распределения.

1. Вероятность попадания в произвольный промежуток.

Теорема. Пусть непрерывная случайная величина Х имеет нормаль-

ное распределение с параметрами а и О‘ . Тогда для всякого промежутка

<А‚ ВЕРОЯТНОСТЬ ПОПЗДЗНИЯ ЗНЗЧВНИЯ Х В ЭТОТ ПРОМСЖУТОК ЗЗДЗВТСЯ

формулой:
_

В— А- ч

ЕР(Хе(А,В))=Ф( о“]-Ф( б“) . (19)
{д

Доказательство. Поскольку для непрерывной случайной вехшчины ве- с

роятность попадания в промежуток не зависит от типа промежутка (п. 2.2),

докажем формулу (19) для интервала (А, В) . Введем случайную вели-

чину

0‘ О‘

Она получена из Х линейным преобразованием. По предыдущей ТЗОРСМС
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1 а \у имеет нормальное распределение с параметрами 621
= ——а + тё}

= О
О`

1’
уи 01 == ---* 0’ ==1. Ее плотностью является дифференциальная функция

1 б;
Лапласа (р(х)‚ одной из первообразных которой является интегральная
функция Лапласа х).

Ввиду равносильности неравенств
А-а Х—а В—-а А-а В-а< <А <Х<В<:> <:> <У< ‚

О’ О’ О‘ О‘ О‘

получаем для вероятностей:
Ев

___ \ о

Р(А<Х<В)=Р(А а<1’<В а): _{(р(х)с1х‚б

-

с О А-а
"Е?

Применяя к последнему интегралу формулу Ньютона-Лейбница с первом
образной Ф, получаем окончательно:

Р(А<Х<В)=Ф(В;а}-Ф(А;а)

Пример. Пусть Х имеет нормальное распределение с параметрами
а = 30 и О‘ = 10. Найдем вероятность попадания в отрезок [Ё О, 40] .

А—а В—а
Здесь А == 10, В = 40, = —2‚О б =1. Учитывая нечет-

ность функции Ф, получаем:

их е[1О‚ 401 ) = Ф(1)- Ф(-2) = Ф(1)+ Ф(2) ‚т:

е о.3413+ 04772 = 08185.

В соответствии с эмпирическим законом больших чисел, следует ожи-
дать, что при большом числе испытаний относительная частота попадания
реализованного значения случайной величины в отрезок П О, 40] окажет-
ся близкой к 82%.
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ь отклонения от математического ожидания.

Теорема. Пусть непрерывная случайная величина Х имеет нормаль-

ное распределение с параметрами а и о‘. Тогда для всякою б > 0 веро—

ь отклонения значения Х от математического ожидания а по мо-

П. Вероятност

ятност

дулю меньше чем на б ‚ задается формулои:

Р(]Х — а! < б) =
2ФСЭ

Е. (го)

Доказательство. Применим формулу (19) при

А=а--б‚ В==а+б‚ так что В_а=Ё-, А—а=—ё. Поскольку
С б б б

функция Ф является нечетной, то

б б 5
РЦХ-а|<б)=Ф -- -Ф -—- =2Ф —- . .

О О 0
Пример. Пусть Х имеет нормальное распределение, и О‘ = 2 . Найдем

при б = 1.2 вероятность отклонения от математического ожидания:

Рая -
а: <1.2) = 2ФГ = 2Ф(0.6) е 2 -о.2257 = о.4514.

к2
П1. Правило «трех сигм».
Применим последнюю теорему и формулу (20) к отклонению б = 36 .

При этом

/30
РФ? -

а! < 30) =
2Ф` Ё) = 2Ф(3) е 2 - О.49865 = 09973.

\
ИТаК‚ для нормально распределенной случайной величины с парамет-

рами а и О вероятность отклонения реализованного значения от матема-
тического ожидания менее чем на 30‘ ‚ приближенно равна 09973. Во
многих практических ситуациях случайное событие с такой вероятностью
принято считать практически достоверным.

Поэтому полагают, что практически все реализуемые значения нор-
мщьно распределенной случайной величины с параметрами а и О‘ попа-
дают в интервал (а -- 30’, а + 30‘). В этом и заключается «правило трех
СИГМ».
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2. 1 1: Корреляция случайньлх величин
1: Нормированные случайные величины.

Определение. Случайная величина Х называется центрированной, ес-ли она имеет математическое ожидание, равное нулю: М(Х) = О.
Пример. Случайная величина Х ‚ рас

кону с параметрами а == 0 И О‘, являМ(Х)=а=О
Напомним, что для случайной величины Х ‚ имеющей математическое

пределенная по нормальному за-
ется центрированной, поскольку

0
ожидание 1И(Х) == т, случайная величина Х == Х — т называется от-клонением (отклонением Х от математического ожидания).

О

Теорема. Отклонение
ной.

Доказательство.

Х является центрированной случайной величи-

По свойствам математического ожидания:

Моё)=М(Х—т)=М(Х)—М(т)=т-т=-О. .Определение. Случайная величина Х называется нона имеет математическое ожидание,
единице: М(Х) = О, В(Х) =1.

Теорема. Для случайной величины Х ‚ у которой 111(Х) == т,В(Х)=0'2>0 (такчто О'=0'
ние), случайная величина

армированной, если
равное нулю, и дисперсию, равную

(Х) ---
среднеквадратическое отклоне-

О

у Х _' т ХХ = м а = -—-
(21)О‘ О‘является нормированной.

Доказательство. По свойствам математического ожидания и диспер-сии:

их) =
3150000+1)(-—т))=

БЁ-(ог
+ О) = 1. .

и у 7 'Теорема. Для нормированной случаинои величины ‚Х справедливаформула:

их’) =М(Х’2). (22;
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Доказательство. По формуле разности математических ожиданий (7):

рок‘) = М(Х’2) - (М(Х'))2 = М(Ха)- 02 = М(Х'2). в

2. Корреляционный момент.
у

Определение. Пусть случайные величины Х и У имеют математиче-

ские ожидания М и М Их корреляционным моментом р” на-

зывается математическое ожидание произведения отклонений:

Ё

„Х, = мёд) = ‚мах-их» - (г-М(1’))) `

.

мху =М((Х-М(Х))-О’-М(У)))=
= М(я?-М(Х)У -- моэх + мртомаэ) =

= МОЙ’)*'М(Х)М(7)-1И(Х)М(У)+М(Х)М(7)=
= 1'И(ХУ)- М(Х)М(У) = о

(последнее равенство имеет место по теореме умножения для математиче-
ских ожиданий независимых случайных величин). -

Следствие. Если случайные величины Х и У являются коррелиро-
ванными, то они зависимы.

‘

3. Коэффициент корреляции.
Определение. Коэффициентом корреляции случайных величин Х и

у › ИМЭЮЩИХ корреляционный момент их}: и средние квадратические от-

клонения 0’Х > 0, бу > О, называется число

д’. __ Ша’П'- .

бХбУг
В то время как корреляционный момент р.“ является размерной вели-
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чиной, значение которой зависит от выбора единиц измерения А, и у
коэффициент корреляции ГЛ является безразмерной величиной.

Теорема (об оценке коэффициента ко
венство:

9

рреляции}. Справедливо нера-

Доказательство. Пусть Х’ и у’
случайные величины, полученные по
ные множители под

— соответствующие нормированные
формуле (21). Тогда, внося постоян-знак математического ожидания, имеем:

М(Х1’) ‚( Х 1’ Ча =М -——---—- =М(Х'У'). (23)“ХО”? 0’Х б)’
К

Применим к дисперсии формулу разности математических ожиданий (7):
о 5 их‘а у‘) = М((Х’1 1”)2)—(М(Х'_-%:г‘)? =

= [магахмнят”)+М(г‘2)]- (из; о)? =
(применим формулу (22) к первому и третьему слагаемым, формулу (23)--— ко второму)

=О(Х’):!:2гд+Б(У')=112гХу+1=212гдц
Итак, 052122317 :> [гддъ д,

ГХу-Т:

Замечание. В ходе доказательства для н
личин установлено равенство:

их’ з: г‘) = 201: гд).
Теорема (необходимоеусловие независимости). Если

случайные величины Х и у независимы, то ГХу = О.

армированных случайных ве-

(34)

Доказательство. Поскольку Х и у независимы, то

НХУ=О ”ХУ`%‘-'0« и
Теорема (критерий линейной связи

личины Х и у были связаны
вида Г'=/С.Х+Ь (/С#О), нео
ВИЯ ‘ГХ)/‘=1‚

). Для того чтобы случайные ве-
функцптональной линейной зависимостью
бходимо и достаточно выполнение усло-

Доказательство. 1. Необходимость. Пусть у =ЙСХ +5; по свой-
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вам математического ожидания И дисперсии:

Мс’) == /сМ(Х) + Ь;

Щи) = ж); + ь) = ядрах‘) + о = 18000 =>

:.:› бу = 00’) = ЛЭП”) = х/Рдог; ‘рыба?’

СТ

Теперь

М((Х -М(Х))-(У-М(1’))) =‚Ад/аи бхбг
м((Х-М(Х))0'<Х+Ь-Ш<Х>"”>)=1:

оХ|1с|оХ

____ КМ((Х-М(Х))(Х-М(Х)))= ШСХ)
=_’Ё‚_-_-д-_1_—

оХПсЬХ бяки“)!
2. Достаточность. Пусть ‚Гл‘ = 1, ТО ССТЬ ГХУ = 1:1‘ Если’ например’

ГХу =1‚ то с учетом (24):

05.1)(Х'-У')=2(1-Гху)=2(1-1)=0›
так что Б(Х' -- у’) = 0. Тогда, по свойству ДИСПЗРСИИ

Х’—°У'=а=СОп$1‚то есть

Х-М(Х)_у-М(У)=а д,
бХ б)’

::>
Уг-ЁХ-Х+СМ(У)—ЕХ'М(Х)“ОУЙЭ-ОХ бХ

Остается положить

;С__,‚Ё.Х_. ь=(М(У)-Ё-’1М(Х)—оуа). и
0.1’, К “Х
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ГЛАВА 33 ЗАКОН БОЛЬШИХ ЧИСЕЛ

3.1. Первое неравенство Чебышева

Теорема. Если случайная величина Х имеет математическое ожиданиеМ(Х) и принимает только неотрицательные значения, то

Р(Х 2 1) 5 ил). (25)
Доказательство. Рассмотрим случай, когда Х -— непрерывная слу-

чайная величина с плотностью рОС). Тогда, поскольку при х Е (1, +00)
выполняется неравенство 1005) Ё хр(х) :

+00

Р(Х 21): Чтиве) аГх $ ухрфс) аЁх 5
1 1

(добавляем неотрицательное слагаемое -—-— интеграл по отрезку Ю, 1] от
неотрицательной функции хр(х))

+00 1

5.
Ж

хр(х) «абс + хр(х) сЬс =
1 о

(добавляем нулевое слагаемое -—— интеграл по промежутку (—-00‚ О], на ко-
тором р(х) = 0 в силу условия на Х )

+00

=
1‘ ярое) сёх’ + }хр(х) об: + (зарос) абс =
1 о —ос

= [хр(х)с1х=М(Х). д
—оо

3.2. Второе неравенство Чебышева
Теорема. Если случайная величина Х имеет математическое ожиданиеМ(Х) = т и дисперсию В(Х) = а? ‚ то для всякого 8 > 0 выполняется

неравенство

‘РЦХ -— т] <
е)21—%‘. (26)

Замечание. В левой части неравенства (26) стоит вероятность того, что
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реализованное значение случайной величины Х отклонится от математи-
ческого ожидания меньше чем на 8.

Доказательство. Имеет место равносильность неравенств:

Х -т Х — т 2
! <1<:> (

2
) < 1.

8 в

Х __ 2( т) <1
82

‚Х—П1‘<ЕС>!

Поэтому РПХ - т] < 8) =
РС

Поскольку события

‚__ 2 ’
___ 2

ГА
т) <1 и 2т) 21 противоположны, то

82 8

рах-тд<в>=1-р(("”””2 21].82

Применим первое неравенство Чебышева к неотрицательной случай-

ной величи
(Х _ ту -не .28

Х __ 2 / _ 2
Р (

27”) 2115111 (Х
2“) =ЁЕМ((Х_‚„)2)=Ё_8 1 \ 8 е 82

(последнее равенство -— в силу определения дисперсии как математическо-
ГО Ожидания Квадрата отклонения). Теперь

РЦХ—-т{<е)=1—Р((Х:Ч-2т)2 21)21—%.
д

3.3. Сходимость по вероятности
Определение. Число а называется пределом по вероятности последо-

вательности случайных величин Хп ‚ если для любого 8 > О:

Нт Р(]Х„ —
а] < е) = 1. (27)

П-т-ЭФ

Говорят также, что Хп сходится по вероятности к числу а .

(Р)
Обозначение: Х„ —-) а.
Замечания. 1. Равенство (27) означает, что с увеличением номера п

ВЭРОЯТНОСТЬ события „ --
а] < 8) неограниченно приближается к
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единице, и, значит, событие становится все более достоверным, происхо-дит все чаще.
2. Ввиду равносильности неравенств

я о,
‘ г]Х„—а[<а<:>|(А„-а) Оде,

ИМССТ МССТО РЗВНОСИПЬНОСТЬ ДВУХ УСЛОВИЙ СХОДИМОСТИ ПО ВЗРОЯТНОСТИЁ
(Р) (Р)

Х„—-›а <=> (Х„—а)——›0.

3.4. Общий закон больших чисел в форме Чебышева.
Термином «закон больших чисел» объединяют круг теорем, утвер-ждающих, что с вероятностью близкой к единице произойдет некоторое

случайное событие А, зависящее от неограниченно увеличивающегосячисла других случайных событий, каждое из которых оказывает лишь не-
значительное влияние на А.

Теорема. Пусть последовательность случайных величин Хп удовле-
творяет трем условиям:

1. Случайные величины Хд независимы (см, п. 3.6).
2.Они имеют математические ожидания М(Хд) и дисперсии Б(Х„).
З. Дисперсии ограничены в совокупности, то есть при всех п:

1Э(Х„) $ С = сопл.
Тогда

Х1+Х2 +... +Х„ __ М(Х1)+М(Х2)+...+М(Х„)(
П П

Замечание. Левая часть формулы (28) есть разность между средним
арифметическим первых п случайных величин и средним арифметиче-
ским их математических ожиданий. Таким образом, теорема означает, что
с увеличением числа слагаемых п среднее арифметическоереализованныхзначений практически всегда оказывается близким к среднему арифмети-
ческому математических ожиданий.

Р)
-›О› (28)

Х1+Х2 +...+Х„с‘
. По свойствамп

Доказательство. Положим К, ==

МЗТЗМЗТНЧССКОГО ОЖИДЭНИЯЁ

М(У):М Х1+Х2+.„+Х„ =” п
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‚т.%(М(Х,)+М(Х2)+...+М(Х‚‚)).
Поэтому равенство (28), которое нужно доказать, принимает вид:

(Р)

12 - МОЮ -› 0-

Зададим произвольное 8 > 0. Применим к И, второе неравенство Чебы-

ШСВЗЁ

С’)12Р(]ц‚-М(1{,){<е)21-П(Ёд.
По свойствам дисперсии:

ОЁВЩд=дГХ3+Х2+...+Х„)=_%ЁЩЦ)$П

(пользуемся условием 5. С )

112 И п—-›оо

к последовательности ‚ получаем:

.. . В У
11111 В(Х‚) = О:> 11111 (1- (2”))=1.„ЭФ п-‘ЁЁ 8

Теперь, применяя тот же принцип сжатой переменной к последовательно-
сти РС И, -МОЁ, < 8) ‚ получаем из двойного неравенства ("')‚ что

Нш РФС, - М(К‚)| <е) == 1. д
п—-›оо

3.5. Частный закон больших чисел в форме Чебышева.

Теорема. Пусть случайные величины Х„ независимы, и имеют одина-
ковые математические ожидания М(Хп) = т и одинаковые дисперсии
ВОД) = а? . Тогда имеет место сходимость по вероятности:

с

к(Р)[Х1+Х2+.„+Х„ ат. т)
Ъ п

Замечание. Условия теоремы выполняются, в частности, если незави-
симые случайные величины имеют одинаковое распределение (одинако-
ВУЮ ФУНКЦИЮ распределения), и у них существуют математическое ожи-

ГУ
МР
Ф 
им
ен
и а
дм
ир
ал
а С

.О
. М
ак
ар
ов
а



48

дание и дисперсия.
Доказательство. Выполняются все условия предыдущей теоремы; приэтом

4.405) +М(Х2) +...е+ мрад д: 533
П И

Согласно общему закону больших чисел, имеем:
Х, +Х2 +...+Х‚‚ я”)

Х1+Х2 +...+Х„ (Р?и ч-- т—-› О :> э т. дП П
Замечание. Формулы (28) и (29) являются математическим выражени-ем давно установленного эмпирически факта устойчивости среднегоарифметического большого числа независимых случайных величин, —-- ус-тойчивости, при которой существенные отклонения среднего арифметиче-ского реализованных значений от общего математического ожидания от-дельных слагаемых являются редкими событиями. Это существенно до-полняет свойство дисперсии среднего арифметического (п. 1.8).

Причиной такой устойчивости, как уже отмечалось в п. 1.8, являетсявзаимное погашение отклонений разных знаков отдельных слагаемых приих суммирования в среднем арифметическом.

=1.‚.

3.б. Закон больших чисел в форме Я.Бернулли.

МА)Теорема, Пусть случайная величина Х„ = 14/01): ----— ——Ё относи-б

Птельная частота события А в п независимых испытаниях по схеме Бер-нулли с вероятностью успеха Р(А) = р. Тогда имеет место сходимостьпо вероятности

Ъ

(Р) 7МА) -›
1. (во)

Замечание. Закон больших чисел в форме Бернулли является матема-тическим выражением эмпирического закона больших чисел, в соответст-зии с которым при большом числе испытаний относительная частотаИ’( А) колеблется вблизи теоретической вероятности (см. [13], п. 3.5).
Доказательсгвть Введем вспомогательные случайные величины Ёд- -—-

индикатор 16 -го испытания (см. п. 1.9):
Ёд == О, если в 16 -м испытании имела место неудача;
2,5 = 1, если в /С -м испытании имел место успех.
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Случайные величины 21, независимы, поскольку связаны с всходами
независимых испытаний, Они имеют одинаковый закон распределения
(О, 1; р, 9) , одинаковые математические ожидания и одинаковые ше-
пергииг Ми) = Р› 1>(2‚ь)= РЧ-

Случайная величина 16(А) (число успехов) есть сумма индикаторов:
п

16(А) = ЕЁ,‘ (в сумме справа столько единиц, сколько раз в п испыта-
/с=1

ниях имел место успех, а остальные слагаемые равны нулю). Огносигель-
ная Частота и2(А) есть среднее арифметическоеиндикаторов:

п

Ед
МА)=Ш=Ё=1п И

Согласно частному закону больших чисел в форме Чебышева
Р

МА) “9 Р — в

3. 7. Центральная предельная теорема.
Эмпирически замечен факт: результат совместного влияния большою

числа независимых случайных величин, каждая из которых в отдельности
влияет на общую сумму лишь незначительно, приводит к нормальному
распределению.

ТеРМИНОМ «Центральная предельная теорема» (ЦПТ) объединяют круг
ТЗОРСЕИ, которые в различных формах описывают математически это
стремление к нормальному закону. Приведем формулировку одной из тео-
рем круга ЦПТ.

ТЮРеМа (ЦПТ в форме Лева). Пусть последовательность случайных
Величин Хп удовлетворяет трем условиям:
1. Все Хд независимы.

2. Все ‚К, имеют одинаковую функцию распределения; при всех п вы-
полняется равенство 17Х” (х) :=Р
3. Все Хп имеют математические ожидания и дисперсии: М(Хд) = т,

__ 2 .‚БОЙ?) —- О’ (эти характеристики одинаковы для всех случаиньпх вели-
чин в силу второго условия).
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Тогда для функций распределения Руду = Х1+Х2 +...+Хп “п”?
случайных величин

.
111111 Р,» (х) = 17„(х) ‚ где 17д:(х) ==

ё-
+ Ф(х) -——- функция распределенияп——›00 ”

нормального закона с параметрами а = О и О’ =1 (см. п. 2.7).Запас-лапше. По свойствам математического ожидания и дисперсии слу-чайные величины х? имеют те же характеристики, что и предельноераспределение Р”(х): М == 0; =1.
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ГЛАВА 4. двумерные случдйньяе величины

4.1. Функцияраспределения двумерной случайной величины

Определение. Двумерной случайной величиной‘ (отучайным ведала-

ром, системой двух случайных величин) 2 называется упорядоченная пара
случайных величин Хи У : 2 = (Хау). При этом случайные величины
Х и у называются составляющими 2 .

Аналогично определяется п -мерный случайный вектор:
2 7: (Х1,Х2‚...‚Х„) .

Геометрически двумерная случайная величина 2 изображается слу-
чайной точкой плоскости со случайными координатами Хи У (рис. 9)

у+

М1’

э
х

1|!|1|О 1|||||||1|1

><
›--—---—------.4

Рис. 9.
Определение. функциейраспределения двумерной случайной величины

2 = (Хау) Называется функция двух переменных 17(х,у) , задаваемая
формулой:

Р(х‚у)=Р(Х<х‚У<у)).
РОС,у) Выражает вероятность попадания случайной точки (Х,Г) в

область В плоскости 0102 (рис. 10).

Свойства функции распределения -

1- Для любых х и у выполняется неравенство:

Ё05Р(х,у)$1.
ЭТО Следует из общих свойств вероятности случайного события
(ПЛ, п. 3.2).
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при хт <х2= Р`(х1‚у)-<Р`(х2‚у);
ПРИ Уз <У2= РОЩ/т) ЁРОЩ/Ы-

у?

Рис. 10.

Доказательство. Пусть, например, х, < х2. Тогда

(Х<х2‚}’<у)=(Х<х1‚1’<у)+(х3 _.

Р(Х<х2‚}’<у)=
=Р(Х<х,‚У<у)+Р(х, 5Х<х2‚1’<у), (31)

откуда РОГ <х2‚1’<у)2Р(Х<х1,1’<у),7гак тсат‹ последнее сла-гаемое в (31), будучи вероятностью случайного события, неотрицательно.
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град-со): Нт Р'(х‚у)=0;
у-*-°°

]7(-оо‚-оо) == Пт Р(х,у) = О;
х,у-э-оо

Р(+оо‚+оо) = Нш Рос,у) = 1.
х,у-›+оо

(без доказательства).

4. Если 17(х,у) -— функция распределения двумерной внучатой вели-

чины (Х‚Ю ‚ а 17Х(х), 17),
——— функции распределения состашшопшх

Х и у ‚то
Р`(+°0‚у) = РуСУЪ 1’(х‚+°°) = 5343‘)-

(без доказательства). о

Определение. Функции распределения 17Х(х) и Р} составляющих
двумерной случайной величины называются частнымираспределениям.

5. Вероятность попадания случайной точки в полосу (рис. 11):

Р(х1ЁХ<х2,У<у)=17(х2‚у)—Р'(х1‚уЁ т)
РОС < Х‚ и $ У < У2) = Р`(х‚у2)-Р(х‚у1)1 (зз)

|

5 :›
Х

Рис.11.

Доказательство. Докажем, например, первое равенство. Событие

(Х <х2‚)’<у) = (Х <х1‚У<у)+(х‚ 5 Х <х2‚У<у)
“- сумма попарно несовместных событий. Переходя к вероятностям, полу-
чаем:
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Р(А’<х2‚у<у)=
=Р(Х<хд,1’<у)+Р(хд $Х<Х2‚У<у):>

:>17(х2‚у)=17'(х„у)+Р(хд 5Х<х2)‚откуда следует нужное равенство. д6. Вероятность попадания слунайной точки в прямоугольнику

)’2‹

УХ

Рис. 12.

Рос» $ Х < х2‚ у: 5 У <у) =[Р(х2‚у2)-Р(хьу°2)]—
“ЁР(—’С2›У1)*Р(Х1‚У1П- (34)Доказательство.Имеет место равенство случайных собьттий (рис.13):

Рос, $Х<.›с2‚1’;у2)—-Р(х, 5Х<х2‚Обе вероятности в правой части
у<у1).

д- ЭТО ВЗРОЯТНОСТИ ПОПЗДЗНИЯ В СООТВЕТСТ-
д

м формулу (32) при у == у2 и у =удсоответственно, получаем требуемое равенство (34). .

(рис. 12):
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Рис. 13.

4.2. Дискретные двумерные случайные величины

Определение. Двумерная случайная величина (ХАЙ называется дис-
кретной, если дискретными являются обе ее составляющих Х и у .

Пусть законы распределения составляющих имеют вид:
(д; р!) И (уд; 971). Обозначим через рд вероятность:

рй 2 РЁХ = их!’ = У)» = РКХЖ) = (хг‚)’;))-
Закон распределения двумерной случайной величины имеет вид

(Ось ‚У1), рд) ‚ причем, как и в одномерном случае, выполняется равенст-

во: Хрд =р(9)=1_
19]

Если составляющие Х и У независимы, то по теореме умножения:

Рус
= Р((Х = хдО’ = ул) = Р(Х = хдР(У а ж) = на;

4.3. Непрерывные двумерные случайные величины

одределение. Двумерная случайная величина (Х‚У) называется не-

прерывной’, если существует неотрицательная интегрируемая в 132 функ-
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Ция р(х‚у) такая, что функция распределения 17(х,у) представима ввиде:

17(х,у) =
‚г‘1‘р(и, и) диод» ==

Ё Т р(и‚ и)с1ис11› (35)
1) -—0О —-СО

(область интегрирования В изображена на рис. 14).

И
|

И

Функция р(х‚у) называется плотностьюраспределения.
х у

Замечание. Для двойного интеграла у Ж р(и,и) 6121611! с переменны-
ми верхними пределами справедлива теорема‚ аналогичная теореме о про-изводной определенного интеграла с переменным верхним пределом [12]:

621: “Ё

‘дБ/т
= РОЩ’) -

Вероятностный смысл плотности
Пусть двумерная случайная величина (АСУ) непрерывна и имеет не-

прерывную плотность р(х‚у). Обозначим через РАВСд вероятность по-падания случайной точки ХЦ’) в прямоугольник АВСВ с площадью
„Чдддд (рис. 15).
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о формулам (34) 1105):

4

Ривсв =

— ‚Ё- Г!
ф.С(применим свойство аддитивности

=Т7тж

4.

(применим свойство аддитивностик

м .
ч

.

‘ ‘Я’ ‘Ё ъ .
‘гуъдддггд:‚ 1 аЁт,

`_ъ _ АД ‘джд ‘Ёу . д „т. -'

ъ""ЁЁ`
д‘: -

эддЁ
‘ '

так,

Рлвсв =
д?" 1

ВЫВОД: вероятность попадания

ГУ
МР
Ф 
им
ен
и а
дм
ир
ал
а С

.О
. М
ак
ар
ов
а



58

точки в прямоугольникравна двойному интегралу от плотности по этомупрямоухгольнику.
Следствие: Применяя к двойному интегралу в (36) теорему о среднем,получаем для вероятности попадания в прямоугольник АБСВ со сторо-нами Ах, Ау > О:

Рявсо = РЁ 111941301) = РЁЁ, ПИК-АЗА (37)где п) --- некоторая точка прямоугольника. Отсюда

р(ё‚п) = Если теперь Ах —> О, Ау —+) О, то точка (ё, П) неог-
раниченно приближается к точке (х,у) , так что

Авсц
_ 68)

Теорема. Пусть двумерная случайная величина (Х‚У) непрерывна сплотностью р(х‚у), В ——ь произвольная область плоскости Тогда
Р((Х,У) е В) =

1‘ур(х,у)
дхддй.

(39)о
Поясним теорему. Разобьем область В вертикальными и горизонталь-ными прямыми на непересекающиеся частичные области ‚Од (почти всеони являются прямоугольниками).
По формуле (З 7) для этих прямоугольников:

=
Р(Ёг›Ч2)АХ‚°А)’:›откуда, сутьтмируя по всем прямоугольникам:

Х у) е г‘:
°

В левой части последнего равенства 4- сумма вероятностей попарно несо-вместных событий. По аксиоме сложения, примененной «в обратном на-
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тий означает попадание в объединение частичных областей:

Р(ОЙ, Г) Е идя
= ХЙЁЁЪУЁЁА)’: -

\
Если ранг разбиения стремится к нулю, то объединение частичных пря-

моугольных областей стремится покрыть всю область П, а интегральная
сумма в правой части стремится к соответствующему двойному интегралу.
В пределе получаем:

Р(‹Х‚г›е0)= [Грош/Идеала .
В

4.5. Свойства плотности непрерывной двумерной
случайной величины

1.
т. т‘р(х‚у)фссду=1

Доказательство. Беря в формуле (39) в качестве области В всю плос-
кость Оху‚ получаем:

оооо

1 ]р‹х‚у›сг›са»=л°‹п›=1. .
-—Ю-—ЦЭ

2, Составляющие Х и У непрерывной случайной величины (Х‚У)
также являются непрерывными случайными величинами, и для их плотно-
стеи Справедливы формулы:

Доказательство. Проведем доказательство для составляющей Х . По
°В°И°ТВУ 4 функции распределения (п. 4.1) имеем:

РЪАх) = Р`(х‚+°°) = утроба»)виду =

\х
= ] Трои/И)»

—®

611‘; ТРХСЙСЬ‘:
) -оо
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“РЮ

где рХ (х) ==
у р(х,у) бу, так что составляющая Х непрерывназ и ее

—оо

плотностью является функция рХ д

4. 6. Условные законы распределения составляющих
1. Случай дискретной двумерной случайной величины.
Пусть для дискретной двумерной случайной величины (Х, законы

распределения составляющих Х и У имеют вид: (хд; рд) и (уд; 9’1)
Обозначим, как и выше, через рд- вероятность:

Рд = РЁХ = 9500’ = УЛ) = РЙХЁ’) = (ХЬУЫ)
Зафиксируем событие (у == 3/1). Если составляющие не предполагают-

СЯ НСЗЗВИСИМЫМИ,

В=(У=у]—)‚ имож
то тогда зависимы собьхтия А = (Х = хд) и
но говорить об условной вероятности:

яРви = Риг = х, р’ = м) =

2 Дог =хг.)(1’;=_у]д_ Ед т)
Ч]

'

Определение. Условным законом распределения составляющей Х приу = у1 называется таблица
Е

[ ‚_.__ _ ‚ х.
(

Х‚У у1 .

1

‚
у

Ё

Рд‘Р:
д

"'"'_
а

1 91
1

А азы вается таблица
Г

.

! 1’[Х == хд: у1

1

Рд .

1 Р:
д Ц
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Замечание. Если составляющие Х и у независимы, то по теореме
умножения:

Рд Ру
” ‘ ’ ч;

" р: ’
и условные законы распределения составляющих совпадают с безуслов-
НЫМИ.

П. Случай непрерывнойдвумерной случаной вели-швы,

Пусть непрерывная двумерная случайная величина (АСУ) имеет плот.
ность распределения р(х‚у) , а плотности распределения .._

ФУНКЦИИ РХ (Х) И ру -— не принимают нулевых значений. Обобщая
формулу (40) на непрерывный случай, получаем следующее

Определение. Условной плотностьюраспределениясоставляющей Х
при условии у = у называется функция (р(х!у) аргумента х;

__ р(х‚у)кии/х) щ
РХОС)

°

4- 7- Критерии независимости составляющих
Нап о

бых ПРЁЩЁЁЁ,

ЧТО Случаиньхе величины Х и у независимы, если для лю-

(Х ЬУТКОВ

< а: Ь > И < С, 61 > являются независимыми события
Ё < а ’

равна
’ >) Р‘ (1 Ё< С‘, 61 >), так что вероятность их произведения

пР°И3В6деншо соответствующих вероятностей:

Р((Х е< а, Ь >)(У е<с‚ а >)) = .

= Р(Х е< а, Ь >)Р(У е< с, а? >).
Тео ‚

ВЭЛИЧИЁЁТЁЁДЯ

того чтобы составляющие Х и у двумерной случайной

ф/НК
ау) были независимы, необходимо и достаточно, чтобы ее

‚Ё Ция рашределения Р(х‚у) была равна произведению функций рас-
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пределенИЯ СОСТЭВЛЯЮЩИХЁ

д

17(ду) = РХ(Х)РУ`(У)
б

- (41)
Доказательство. 1. Необходимость. Пусть составляющие Х и у не-

зависиьяы. Тогда
Рос,у) = Р((Х < х)(}’ < у)) == Р(Х < х)Р(У < у) =

= РХ («ОРУОд-
2. Не приводя исчерпывающего доказательства, дадим пояснения, отно-

сящиеся к достаточности. Пусть 17(х,у) = 17Х (х)17у(у). По ОПРЭДЭПВ‘нню функции распределения в двумерном и одномерном случае, это озна-
чает‚что

Р((Х < х)(У < у)) = Р(Х < х)Р(У < у),
то есть события (ЙЁ < х) и (у < у) независимы. Можно доказать, что то-
гда и для любых промежутков < а, Ь > и < С, а’ > события
(Х 6< а, Ь >) и (у Е< С, а’ >) также независимы. Последнее и означа-
ет независимость спучайньш величин Х и у . д

Следствие. Для того чтобы составляющие Х и у непрерывной дву-
мерной случайной величины (Х,у) были независимы, необходимо и дос-
таточно, чтобы выполнялось равенство для плотностей:

1706у) = РХ (ХНУ?О’) -

Доказательство. 1. Необходимость. Пусть составляющие Х и у неза-висимы. Тогда справедливо равенство (41). Дифференцируя его дважды пох и по у, получаем:

до? ‚ , ‚

дхду
г"

РхЁЙРуОЪ
или 19083’):

2. Достаточность. “Пусть р(х‚у) = рХрд/(у). Интегрируя это ра-венство по множеству
бВ={(а‚т2)/—-оо<и<х; -—оо<1›<у}:

(см. рис. 14), получаем:

З тр(и‚тг)дис1я= Ё ТРХ(®1)Р›’(У)4’СС1У=
—Ю --0О “СО -С1Э

ГУ
МР
Ф 
им
ен
и а
дм
ир
ал
а С

.О
. М
ак
ар
ов
а



‚
04713

гъЁм
.

Применяя к левой части
враспределения

1"(х‚у) Рх(х)1"у
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